MAI 1 - 1. cviCeni - ptiklady k opakovani

I. Absolutni hodnota (vR).

1. Ukazte, Ze pro libovolnd a,b,ceR plati: |a|=max(a,—a);
a<c A —a<c =|a|<c;
la+b| <|a|+|b];
|a=b| <a[+[b];
[la=[b]| < [a-b];
la—b| <|a-c|+|c-b];

a® +hb?

2

la-b| <

2.V mnoziné realnych &isel R definujeme vzdalenost d(a,b) dvou bodt a,b:
d(a,b)=|a-b|=|b-a| ,abeR.
Ukazte, e pro libovolna a,b,c e R plati: (1) d(a,b) >0, d(a,b)=0 < a=b;
() d(ab)=d(b,a) ;
(3) d(a,b) < d(a,c)+d(c,b) .

3. Rovnice a nerovnice s absolutni hodnotou:

a) ||x—2|—3|=5 ) |x—1| <3 A |x+5| =4 (soustava nerovnic)
b) |x+2|+ |[x-3|=7 f) |x-1| <|x+5|

0 |x-2|<1 9) ‘x2+2x—3‘2‘x2+3x—4‘

d [x+3]>4 h) x+ll

I1. Néco z vyrokového a mnoZinového poctu:

1. Vysvétlete a pak negujte nasledujici vyroky: a) Jc>0 VneN: |an |SC ;
b) Vc>0 VneN: |a,|<c;
©) Ve>0 3IngeN Vn >ng :|a,|<¢.

2. Vysvétlete: a) JaeR J&>0VxeR: |f(X)—a|Sg;
b) JaeR Ve>0VvxeR: |f(x)-a|<e

3. Rozhodnéte o pravdivosti vyroku: a) VxeR: cosx=41-(sinx)?;
b) VneN: n?liché = n liché.
4. Ukazte, ze nasledujici vyroky jsou ekvivalentni (a zapamatujte si):

A promyslete ekvivalenci vyrokt (i) — (iv) pro V:XxeA a W:xeB ,kde AcM, BcM
(A B,M jsou mnoziny).



5. Bud ABCR, kde A={aeR;|a-1|<2} a B={beR;|b+2|>2}. Najdéte mnoziny
AuB; AnB; A\B; B\A; AxB.

6. Ukazte, ze plati (A, B,C jsou mnoziny): a) Au(BNC)=(AuB)N(AULC) ;
by An(BuC)=(AnB)U(ANC) ;
c) (A\B)u(B\A)=(AUB)\(ANnB)
d A\(BNnC)=(A\B)U(A\C) ;
e) A\(BuUC)=(A\B)n(A\C) .

7. Dokazte uzitim matematické indukce:

n
1. Pro neN plati: Zkz :%n(n+1)(2n+1) .

2. Pro neN plati: Zn:ka (n(n+1)j {Zk]

k=1
n K 1_qn+1
3. Je-li g#1 neN, pak Zq =
k=1 1-q
4. ProneN,n=3 plati: 2">n? .
5 ProneN a x> -1 plati: (L+x)" =1+ nx (Bernoulliho nerovnost) .

n
1
6. ProneN,n>2 plati: Z—Z\/ﬁ
ak
7.  Polynom stupné N >1ma v mnoziné komplexnich ¢isel pravé N kofen.
(Néavod: uZijte ,,zakladni vétu algebry: Polynom stupné N >1ma v C aspoti jeden kofen.)

I11. Jednoduché funkce.

1. Najdéte definicni obory funkci:

X+1 X —

9 fW= 75 1= 5

b) f(x)=ln[ﬂ); fx)=h(x*-1); f)=h{nx); FfX)=h(nx-1);
f(xX)=In(In(x-1));

o) f(x)=vcosx ;  f(X)=41-Ginx)2; f(X)=4(inx)?2-1 ; f(x)=I(sinx)
f(x):ln(smx——)
a zkuste

d) fxy)=yx2+y; f)=I{y+1-x).

2. Reste nerovnice (v R):

a) (X2+2)(x-1)<0 ; x?<4; 3x%>+x20 ; x>+3x+1>-1;

x? -1 x-1 X
<0: >

Xx+3 ' x+1 x-2°

0 Vx—2+4x>4; x2+2x-3 2[x2+3x—4 ;

b)




2 —log x

——>0; >0; sin®x<cos’x .
4-x 1-log x

3. Nacrtnéte grafy funkei (bez uziti diferencialniho poctu) :

a) f(X)=|x| apakzkuste také grafy funkci Ix=1]; |x=1|-|5-x| ; ||x-1|-1] : ||X_1|_1|2;
[1x-1/*-1];

b) f(X)=+X apak zkuste také grafy funkci NN TR RN CE AN e T

©) f(x)=§ a pak zkuste také grafy funkci ﬁﬂ; |x11| ; ::‘i : :j;

d) f(x)=xi2 a pak zkuste také grafy funkci ﬁ; XLZ e X21+1; )(21_1 |

e) f(x)=e” (=expX) apak zkuste také grafy funkci ~ exp(—x); exp(x—2) ; exp| x| ; exp(-| x|);

exp(x?); exp(—x?); exp(%) :

g) f(X)=Inx apak zkuste také grafy funkci In(—x) ; In|x|; |In X| ; |In|x||; In(x+1);
ni:in s In(x?) ; nX*L
x| x| X—2

. X . .
hy f(x)=sinx a f(X)=cosx a zkuste také grafy funkci sm(E); cos(2x); cos(x+7) ; |sinx|; sin|x|;

cog x| ; 1-(sinx)?
111
sinx 1l4+sinx  2+sinx

. .1
a pokuste se odhadnout a na¢rtnout grafy funkci Sln(XZ) ; sin(=) ;
X

4. VIlastnosti funkce:

a) Zopakujte si definice pojmt: (i) funkce licha, suda, periodicka;
(ii) funkce rostouct, klesajici, neklesajici, nerostouci na mnozing M C R;
(iii) funkce prostina M c R;;
(iv) funkce inverzni k funkci f na M < R.

b) Dokazte (bez uziti derivace), Ze funkce f(X) = x? je rostouci na intervalu [0,+OO) a klesajici na intervalu

(= 0,0].

€) Najdéte maximalni intervaly, na kterych jsou ryze monotonni funkce:
1 : eX—e™ eX+e*
f(X)=x2+2x+2; g(x) =——; h(x) =exp(-x?) : sinh X=——— coshx =
X“+1

A pokuste se to dokézat za piedpokladu, Ze ,,vime*, Ze funkce € je rostouci funkce v R.

A dva ,,problémky* pro zajemce:

d) Ukazte, Ze je-li funkce f lichaa Oe Df , pakje f(0)=0.

e) Promyslete, zda Ize z monotonie dvou (i vice) funkei odvodit monotonii funkce z nich slozené (pokud je
slozena funkce definovana). Pokuste se vysledek co nejpfesnéji formulovat a tieba i dokaza



5. Inverzni funkce:

a) Promyslete (a tfeba se pokuste i dokazat):
Je-li funkce f rostouci (resp. klesajici) na intervalu (a, b), pak je funkce f naintervalu (a, b) prosta, a tedy
existuje k funkci f naintervalu (a,b) funkce inverzni.

b) Najdéte inverzni funkci k funkci
() f(x)=x%naintervalu (—o0,0];

@iy fXx)= X% + 2X + 2 na maximalnich moznych intervalech;

X—=2 . :
Giiy fXx)= na maximalnich moZnych intervalech;
X+1
eX _g X eX 4o
(iv) sinhx= — a coshx= — na maximalnich moznych intervalech.

IV. Vlastnosti zobrazeni:
Je déno zobrazeni f:A—B a M,M; c A, N,N;cB,(i=12); oznatme
f(M)={beB;JacA: f(a)=h} a f(N)={acA f(a)eN}.

Rozhodnéte, zda plati nasledujici tvrzeni a pokud nékteré neplati, pokuste se charakterizovat
zobrazeni, pro ktera tvrzeni plati:

) F(MyUM,)=f(M)Uf(My); FH(NgUNy)=F (N fH(Ny);
b) f(MyAMy)=F(M)nF(My) ; (N ANR) = (N A FHN,);
o) fF(M{\My)=F(M)\F(My) 5 FH(Ng\Ny)=fF 1N\ FH(N,) ;
d YMcA:fi(f(M)=M; VNcB:f(f(N)=N



